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R¶esum¶e {
Une d¶e¯nition formelle d'une topologie combinatoire est pr¶esent¶ee pour un espace discret n-dimensionnel, d¶e¯ni par la grille
An. L'utilisation de ce type de grille au lieu de la grille classique ZZ
n est justi¯¶ee par : 1) Les grilles An sont optimales pour
l'¶echantillonnage des signaux n-D quand le th¶eorµeme de Shannon est respect¶e. 2) Ces grilles pr¶esentent les meilleures con¯gurations
de voisinage entre points gra^ce au fait que leurs duales topologiques sont des K-simplexes.
Des applications telles que l'interpolation, l'extraction de surface dans les volumes de donn¶ees m¶edicales sont pr¶esent¶ees mettant
en ¶evidence la sup¶eriorit¶e de ces nouvelles grilles par rapport µa la grille classique ZZ3.
Abstract {
A formal de¯nition of a combinatorial topology is presented here for the discrete n-dimensional space de¯ned by the An lattice.
The use of this sort of grid in replacement of the classical ZZn is based in two arguments: 1) It is the optimal sampling grid in the
sense of the Shannon sampling theorem in 2 and 3 dimensions, 2) It supports the simplest discrete topology de¯nition because
its dual is a K-simplex.
Applications such as interpolation, surface extraction in medical volume data are reported showing the e±ciency of these new
grids with respect to the classical ZZ3.
1 Introduction
Les d¶eveloppements r¶ecents dans le domaine de l'im-
agerie m¶edicale 3D et de synthµese ont motiv¶e des travaux
concernant la g¶eom¶etrie et la topologie discrµetes. La plu-
part de ces travaux utilisent les grilles ZZn comme l'espace
discret ¶evident. Malheureusement, ce choix est pluto^t une
erreur historique, cons¶equence d'opter pour la solution de
facilit¶e au moment d'¶etendre µa des dimensions sup¶erieures
des m¶ethodes bien ¶etablies en dimension 1.
Il a ¶et¶e montr¶e que les grilles ZZn malgr¶e leur simplicit¶e
apparente, compliquent le d¶eveloppement d'algorithmes
topologiques. Ces grilles ne sont pas les mieux adapt¶ees µa
l'¶echantillonnage des signaux, elles ne sont pas non plus
appropri¶ees pour d¶e¯nir correctement une topologie discrµete.
Notre analyse de ce problµeme, nous a conduit µa nous
concentrer sur l'¶etude de la grille hexagonale et par ce
biais sur la famille des grilles n-dimensionnelles An op-
timales pour r¶esoudre le problµeme de compaquetage (em-
pilement) de sphµeres n-D. L'¶etude de la famille An ne peut
e^tre r¶ealis¶ee de fa»con complµete sans l'accompagner de celle
de sa famille r¶eciproque A∗n. L'int¶ere^t d'utiliser la famille
An comme support pour la construction d'une topologie
discrµete est justi¯¶ee par :
{ Les grilles An sont optimales pour l'¶echantillonnage
des signaux n-D quand le th¶eorµeme de Shannon est
respect¶e.
{ Ces grilles pr¶esentent les meilleures con¯gurations
de voisinage entre points gra^ce au fait que leurs
duales topologiques sont des K-simplexes.
Notre motivation premiµere, pour la recherche de nou-
velles grilles d'¶echantillonnage est notre confrontation µa
la d¶e¯nition correcte d'une topologie discrµete lors de la
d¶etection et extraction de surfaces dans des volumes de
donn¶ees. Une fois l'¶etude r¶ealis¶ee, plusieurs autres avan-
tages, dus essentiellement aux sym¶etries pr¶esentes dans
ces grilles, sont apparus et m¶eritent d'e^tre signal¶es. On
peut citer la reconstruction µa partir de projections [2],
la d¶e¯nition de la Transform¶ee de Fourier Discrµete, la
morphologie math¶ematique et l'interpolation. Ce papier
r¶esume les r¶esultats de nos travaux dans ce domaine. Nous
traiterons d'abord des grilles 2D puis 3D, nous pr¶esenterons
la g¶en¶eralisation µa la dimension n ainsi que quelques ap-
plications.
1.1 La topologie dans les grilles 2D et 3D
Pour d¶e¯nir une topologie discrµete dans la grille carr¶ee il
a ¶et¶e n¶ecessaire de faire appel µa deux connexit¶es compl¶emen-
taires, la 4- et la 8-connexit¶e. L'utilisation de cette grille
a continu¶e malgr¶e le fait bien connu que la grille correcte
pour ¶echantillonner l'espace 2D est la grille hexagonale
ainsi que la constatation que la grille carr¶ee conduit µa des
ambiguÄ³t¶es dans la d¶e¯nition de la connexit¶e entre pixels,
ce qui n'est pas le cas dans la grille hexagonale. La ¯g-
ure 1, montre les relations g¶en¶eralement ¶etablies dans les
applications d'imagerie : chaque cercle solide repr¶esente
un point d'¶echantillonnage, (a) le carr¶e gris repr¶esente
la r¶egion de VoronoÄ³ relative au point central. (b)(c) et
(d) sont des d¶e¯nitions possibles de voisinage dans cette
grille. (b) montre le K-complexe associ¶e µa la 4-connexit¶e
et les carr¶es gris sont les r¶egions de Delaunay de la grille,
(c) pour la 8-connexit¶e, ce graphe, n'¶etant pas planaire
ne peut pas servir comme support pour un K-complexe
2D. Il a ¶et¶e montr¶e que cette connexit¶e ne peut pas con-
duire µa une d¶e¯nition correcte d'une topologie discrµete.
(d) Illustre le K-complexe associ¶e au graphe de connexit¶e
pour la 6-connexit¶e, cette option pr¶esente l'inconv¶enient
d'e^tre anisotrope. La ¯gure 2 montre les me^mes relations
pour la grille hexagonale. (a) les cercles solides sont les
points d'¶echantillonnage, l'hexagone gris est la r¶egion de
VoronoÄ³ du point central. (b) montre le K-simplexe 2D as-
soci¶e au graphe de connexit¶e, les triangles gris correspon-
dent aux r¶egions de Delaunay de la grille. Malgr¶e qu'elle
n'est pas souvent utilis¶ee dans les applications de traite-
ment d'image, la grille hexagonale est fondamentale dans
le processus d'imprimerie ainsi que dans la fabrication des
¶ecrans de t¶el¶evision et des moniteurs d'ordinateur.
En 3D, les problµemes de connexit¶e deviennent plus com-
plexes avec l'introduction de la 6-, 18-, 26-connexit¶e. Ces
relations sont illustr¶ees sur les ¯gures 3 pour la grille ZZ3.
Le cube gris repr¶esente la r¶egion de VoronoÄ³ du point cen-
tral. A droite on trouve le K-complexe associ¶e µa la 6-
connexit¶e (ce n'est pas un K-simplex). En 3D la grille
compacte est la grille cubique µa faces centr¶ees (CFC) ; la
¯gure de VoronoÄ³ associ¶ee est un dod¶ecahµedre rhombique
(¯gure 4 (a)). La grille r¶eciproque (l'espace Fourier au sens
signal) de la CFC est la grille BCC (Body-Centered Cu-
bic) dont la ¯gure de VoronoÄ³ est un octahµedre tronqu¶e 4
(b).
(d)(b) (c)(a)
Fig. 1: Relations topologiques sur la grille carr¶ee
(a) (b)
Fig. 2: Relations topologiques sur la grille hexagonale
L'apparition d'applications concernant les espaces 4D
et 5D [1] motivent d'avantage l'abandon de la grille ZZn
au pro¯t d'autres types de grilles mieux adapt¶ees pour la
description des espaces discrets n−D.
Fig. 3: Relations topologiques dans la grille cubique
Fig. 4: R¶egions de Voronoi dans les grilles FCC et BCC
2 G¶en¶eralisation µa l'espace n−D :
La famille des grilles An
Partant du fait que la grille A0 est un point isol¶e, A1
est un alignement de points sur une droite, A2 est la grille
hexagonale et A3 la CFC, la grille An peut e^tre constru-
ite µa partir de An−1 et ce µa partir de A0. Sans perte de
g¶en¶eralit¶e, nous consid¶erons que la distance entre points
les plus proches est ¶egale µa 1 pour toute grille An. Pour
guider cette construction, nous utilisons l'ensemble mini-
mal de points permettant de d¶e¯nir la grille dans sa to-
talit¶e, il s'agit de l'ensemble ¶el¶ementaire En qui corre-
spond µa la con¯guration la plus compacte selon laquelle
peuvent e^tre mises en contact (n + 1) hypersphµeres dans
un espace n−D. Tous les points de l'ensemble sont ¶equi-
distants, le barycentre de l'ensemble est lui aussi ¶equidistant
aux (n+ 1) points.
Disposons de l'ensemble ¶el¶ementaire E(n−1) correspon-
dant µa l'espace (n−1)-D, nous pouvons construire celui de
dimension n en consid¶erant que tous les points de E(n−1)
sont dans un sous-espace (n−1)-D d'un autre espace n-D.
De cette fa»con, la n-µeme coordonn¶ee de tous les n points
de E(n−1) est nulle. Un nouveau point est alors ajout¶e
pour compl¶eter les (n + 1) n¶ecessaires µa la conformation
de l'ensemble En. Les premiµeres (n−1) coordonn¶ees de ce
nouveau point sont choisies ¶egales µa celles du barycentre
de E(n−1), tandis que la n-µeme coordonn¶ee est calcul¶ee
de telle maniµere que la distance entre tous les points de
E(n−1) soit ¶egale µa 1. La ¯gure 6 montre le processus in-
cremental pour les dimensions de z¶ero µa trois. Les sphµeres
repr¶esentent les points des ensembles ¶el¶ementaires tandis
que les carr¶es repr¶esentent les barycentres.
On note bn la distance euclidienne entre le barycentre
et les points de En. et pn la distance euclidienne entre le
nouveau point et le sous-espace occup¶e par E(n−1). La ¯g-
ure 5 illustre les relations entre les segments pn et bn pour
deux dimensions cons¶ecutives, elles sont explicitement :
p2n = 1− b2n−1 (1)
bn =
µ
n
n+ 1
¶
pn (2)
b2n = b
2
n−1 +
p2n
(n+ 1)2
(3)
Avec p0 = 0 et b0 = 0. En utilisant ces expressions r¶ecursives
nous pouvons d¶eduire les valeurs de pn et bn.
p2n =
(n+ 1)
2n
et b2n =
n
2(n+ 1)
(4)
L'hypervolume V en correspondant µa l'enveloppe con-
vexe de l'ensemble ¶el¶ementaire est exprim¶e comme :
V en = V e(n−1)
pn
n
(5)
ce qui conduit µa l'expression :
V en=
µ
1
n!
¶r
(n+ 1)
2n
(6)
L'hypervolume V cn de la cellule n-dimensionel d¶e¯nie
par les combinaisons lin¶eaires des vecteurs de la base, avec
des coe±cients dans l'intervalle [0; 1] est ¶evalu¶e par l'ex-
pression r¶ecursive :
V cn = V c(n−1) pn =
r
(n+ 1)
2n
(7)
Cette derniµere expression est d'une grande importance
car elle est ¶equivalente au volume de la cellule de VoronoÄ³ de
la grille An. Son inverse ¶etant la densit¶e des points de la
grille. Ce volume nous permet de calculer le facteur de
'compactage' (compression) de la grille.
p
n
n
n+1bn =
p
nn+1
1
bn
bn-1
p
nd=
1
Fig. 5: Relation r¶ecursive entre pn et bn
La table 1 pr¶esente les valeurs de pn, bn, V en, V cn is-
sues de ces relations pour les dimensions de z¶ero µa cinq.
Les fractions rationnelles n'ont pas ¶et¶e simpli¯¶ees a¯n de
permettre la comparaison avec les relations r¶ecursives. La
derniµere colonne montre les valeurs num¶eriques approxi-
matives du volume de la cellule.
S2
p2
b2
S1
p1
b1
S0
p0=0
b0=0
p3b3
S3
Fig. 6: Relation r¶ecursive entre pn et bn
n b2n p
2
n bn pn V en V cn ≈ V cn
0 0 0 0 0 0 0 0:000
1 14
2
2
1
2 1 1 1 1:000
2 26
3
4
√
3
3
√
3
2
√
3
4
√
3
2 0:866
3 38
4
6
√
6
4
√
6
3
√
1
72
√
2
2 0:707
4 410
5
8
√
10
5
√
10
4
√
5
9216
√
5
4 0:559
5 512
6
10
√
15
6
√
15
5
√
1
76800
√
3
4 0:433
Tab. 1: Paramµetres de l'ensemble ¶el¶ementaire
La grille reciproque A∗n est d¶e¯nie comme la grille dont
la base vectorielle est orthonormale µa celle de An.
3 Applications
3.1 Extraction de frontiµeres
Une application importante de la topologie discrµete est
l'extraction de frontiµere d'objets repr¶esent¶es dans une grille
n − D. Il s'agit de l'obtention d'une vari¶et¶e (n − 1) −
D correspondant µa un ensemble connexe de points qui
repr¶esente l'objet. En 3D, et en imagerie m¶edicale, ce
problµeme est souvent r¶esolu dans la grille ZZ3 par l'appli-
cation de l'algorithme de marching cubes [8].Un objet est
d¶e¯ni dans la grille d'¶echantillonnage comme un ensemble
de points. L'¶equivalent continu de cet objet est obtenu en
associant µa chaque point de la grille le K−complexe con-
struit µa partir de la ¯gure de VoronoÄI de la grille. On con-
sidµere ensuite, qu'une cellule m−D ¾m du K−complexe
appartient µa l'objet si ses voisins de dimension sup¶erieure
appartiennent aussi. La frontiµere de l'objet est compos¶ee
de toutes les cellules ¾m, m < n ayant un voisin de dimen-
sion sup¶erieure appartenant µa l'objet et un autre n'appar-
tenant pas. Le graphe de connexit¶e de la grille permet
de d¶e¯nir la structure duale µa la grille (dans laquelle µa
toute cellule ¾m est associ¶ee une cellule ®n−m de la struc-
ture duale, et de d¶eterminer les ¶el¶ements du K−complexe
qui constituent la frontiµere de l'objet. Le fait d'avoir un
graphe de connexit¶e K-simplexe garantit que la frontiµere
d'un objet est un K-complexe d¶e¯ni sans ambiguÄIt¶e [3][4].
La ¯gure 7 illustre une extraction de surface dans la grille
BCC.
3.2 Interpolation
La plupart des applications d'imagerie m¶edicale 3D (CT-
Scanner, IRM), utilisent l'interpolation trilin¶eaire, qui est
peu cou^teuse en temps de calcul dans la grille ZZ3. La
r¶egion de Delaunay de cette grille est un cube, un point
de l'espace continu admet huit points de la grille comme
Fig. 7: Extraction de surfaces osseuses µa partir d'un vol-
ume Scanner X (160x160x139 coupes)
voisins. L'interpolation lin¶eaire est la fa»con la plus simple
de prendre en compte ces points pour d¶eterminer la valeur
d'un point du domaine continu. La structure de la grille 3−
D A∗3 (BCC)a un t¶etraµedre comme ¯gure de Delaunay, une
interpolation lin¶eaire est su±sante pour calculer la valeur
du signal en un point de l'espace continu, car unique-
ment quatre valeurs sont µa consid¶erer dans l'interpolation
. Le rendu de volume direct est une des applications trµes
touch¶ees par cette r¶eduction de cou^t de calcul, ces algo-
rithmes de rendus doivent calculer des int¶egrales de cer-
tains paramµetres (opacit¶e, densit¶e,...) le long des lignes
qui relient une ligne µa un objet du volume de donn¶ees.
Ces paramµetres sont souvent calcul¶es par des interpola-
tions trilin¶eaires sur chaque cellule de Delaunay (¯gure
9).
Y
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H2
Z
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Fig. 8: Trac¶e d'une ligne droite dans la grille BCC
4 Conclusion
Nous avons d¶e¯ni une topologie discrµete dans la grille
A∗n. Le nombre de sym¶etries dans cette grille rend possi-
ble un ensemble de propri¶et¶es int¶eressantes qui est di±cile
de r¶ealiser avec la grille ZZn. Nous avons mis en oeuvre
une m¶ethode d'extraction de surfaces dans la grille A∗3.
Les bonnes con¯gurations g¶eom¶etriques pr¶esentes dans la
grille A∗n permettent de simpli¯er le processus de recon-
struction d'un signal par interpolation. Cette grille est
utilis¶ee dans le domaine de la reconstruction d'image µa
partir de projections en imagerie m¶edicale [2], ce qui per-
Fig. 9: Visualisation de l'os Illiaque par lancer de rayons
discrets dans la grille BCC
met d'envisager la possibilit¶e de disposer de volumes de
donn¶ees A∗3 au lieu de ZZ
3 et de pouvoir adapter des algo-
rithmes de traitement des signaux µa ce type d'¶echantillon-
nage, beaucoup plus e±caces compte tenu des diverses
sym¶etries. La transformation de Fourier discrµete rapide,
les op¶erateurs de morphologie math¶ematique montreront
certainement la sup¶eriorit¶e, en terme d'e±cacit¶e d'implan-
tation d'algorithmes, de ces grilles par rapport µa la grille
cubique classique.
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